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ОБ УС ТО Й Ч И ВО С ТИ  П РО Ц ЕС СА  
Р А С Т Я Ж Е Н И Я  С К Р У Ч Е Н И Е М  ОДНОЙ С И С ТЕМ Ы  
П О С Л ЕД О ВА Т ЕЛ ЬН О  С О Е Д И Н ЕН Н Ы Х  С Т Е Р Ж Н Е Й
Одной из возможных причин потери устойчивости деформируемых меха­
нических систем является переход м атериала некоторых элементов системы 
на стадию деформационного разупрочнения, когда материал обладает вну­
тренней неустойчивостью. В этом случае неустойчивость системы проявля­
ется не в потере формы, а связана с резким падением несущей способности 
вследствие множественных повреждений или с разрушением.
Некоторые подходы к решению данной проблемы устойчивости дискрет­
ных систем, элементы которых находятся в условиях одноосного напряж ен­
ного состояния, на основе методов теории катастроф  приведены в работе [1]. 
В предлагаемой статье рассматривается система, состоящ ая из трубчатого 
образца и упругого стерж ня, которые испытывают растяж ение и кручение. 
Сформулированы критерии устойчивости, приведена итерационная проце­
дура определения деформированного состояния и установлено, что расходи­
мость процесса вычислений связана с потерей устойчивости всей системы.
1. Рассмотрим механическую систему, осуществляющую растяж ение и 
кручение специального трубчатого образца 1 (рис. 1), левый конец которого
В. В . С тр уж ан ов , С. В . Ж и ж е р и н
неподвижен, а правый присоединен к упругому цилиндрическому стержню
©  В. В. Стружанов, С. В. Жижерин, 2000
В.В.Стружанов, С.В.Жижерин. Об устойчивости процесса растяжения с кручением
2 с радиусом поперечного сечения гс и длиной /. Образец имеет единич­
ную длину и площадь поперечного сечения, равную единице. Правый конец 
упругого стерж ня вворачивается в абсолютно жесткую  стенку посредством 
поворота рукоятки 4 на угол гр. Ш аг винта равен а, что обеспечивает го­
ризонтальное перемещение на величину агр. При этом в образце возникают 
растягивающее напряж ение а  и продольная деформация б, касательное на­
пряжение т = т / к  и сдвиговая деформация 7  =  ф/х. Здесь т ,  р  — соот­
ветственно крутящ ий момент и полный угол закручивания правого конца 
образца, значения параметров 2 определяю тся его внутренним и внешним 
диаметрами.
Переменные б, 7 естественно назвать параметрами состояния системы, а 
гр — параметром управления. Нагружение осущ ествляется квазистатически, 
т.е. параметр гр монотонно и равномерно возрастает с чрезвычайно малой 
скоростью.
Запишем уравнение равновесия данной системы:
Ах =  Е\Р/1\  А2 =  G \ J Щ бгх, Е \  — соответственно модули сдвига и Ю нга 
м атериала упругого стержня; Е , 3  — площадь и полярный момент инер-
понимается в обычном смысле.
Уравнение (1) представляет собой равенство нулю градиента некоторой 
функции С/(б, 7 , V7) , а именно V I I  =  0 , где V — вектор-столбец с компонен­
тами <9/<9б, д/д'у. Совокупность параметров б, 7 , гр — решений уравнения (1) 
определяет множество критических точек функции С/, в которых система 
находится в положении равновесия. Смена устойчивых положений равнове­
сия на неустойчивые и наоборот происходит в вырожденных критических 
точках — решениях системы (1) и уравнения, получающегося приравнива­
нием к нулю детерминанта матрицы устойчивости Н ,  или гессиана функции 
и  [1,2]. В данной задаче
К р  -  А(Агф -  г е )  =  о, (1)
вектор-столбцы напряж ений и деформаций; £ Здесь
ции его поперечного сечения (У =  7гг^/2). Произведение матриц и векторов
о
Н  = — [Кр -  А Ш ф  -  ге)}. 
де
Компоненты матрицы Гессе тогда равны
Я п  =  +  Ах, Я 12 =  с 2^1 я 21 =  /гс^, Я 2 2 =  кс%2 +  г \ 2.
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Здесь ги  = д а /д е , с^2 =  да/д'у, с21 =  дт/де , =  дт/д^. В дальнейшем
полагаем *Л2 — ^1-
Итак, в вырожденной критической точке должно вы полняться равенство
й е Ш  = (с?! +  Ах){к<^ 22 +  ^А2) -  А:(с?2)2 =  0. (2)
Отсюда уравнение (2) определяет условие потери устойчивости процесса 
квазистатического нагруж ения системы. В этот момент любое сколь угодно 
малое увеличение параметра управления приводит к скачкообразному росту 
параметров состояния.
В трехмерном пространстве с координатами с^1? с ^ ,  с^2 уравнение (2) д ля  
заданны х Ат, А2 определяет коническую поверхность, состоящую из двух ко­
нусов с вершинами в точке О' — пересечение прямых ^  = —Хх1 (^2 = зА2/& 
(рис. 2). Если параметры м атериала образца с^1? с ^ , с^2 таковы, что изобра­
ж аю щ ая точка находится внутри конусов, то положение равновесия систе­
мы устойчивое, если вне конусов — то неустойчивое. Потеря устойчивости 
происходит тогда, когда изображ аю щ ая точка попадает на коническую по­
верхность.
Отметим, что с увеличением жесткости упругого стерж ня устойчивость 
системы повышается. П араметры А1 и А2 возрастаю т и конус устойчивости 
расш иряется.
2. Опишем свойства м атериала образца. В области упругости имеем р =
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Се, где С  =  ( ^  1. Здесь С, Е  — модули сдвига и Ю нга материала.
Полагаем, что пластические деформации не влияю т на упругие характери­
стики материала, т.е. разгрузка определяется матрицей констант упругости 
С. Д алее, в упругопластическом состоянии справедливо разбиение полных 
деформаций на сумму
е =  ее +  еР, (3)
где ее, ер — вектор-столбцы соответственно упругих и пластических соста­
вляющих деформации. Тогда в упругопластической области связь меж ду 
напряж ениями и деформациями можно записать в виде [3]
р  =  С(е — ер) =  Сее. (4)
Из вы раж ения (4) вытекает, что приращение напряж ений равно
dp =  С (de -  dep) = Cdee. (5)
С другой стороны, справедливо инкрементальное соотношение [3]
dp =  Cpde (6)
или
da  =  ^ de +  ^ ~ d j  =  dj\ d e  +  dj[2dx, 
de <77
d r  d r
Отсюда Cp — симметричная матрица второго порядка с компонентами dj^, 
С22 ? 1^2* П риравнивая вы раж ения (5) и (6), находим
dr  =  — de +  — d'y =  dj^cfe +  d ^ T *
=  ( /  -  SC p)de, (7)
где I  — единичная матрица второго порядка; S  — диагональная матрица 
второго порядка модулей податливости с компонентами S u  = 1 / Е ,  S 22 — 
1/G (S  = С-1).
3. Д адим теперь определение устойчивости в смысле Ляпунова.
О п р е д е л ен и е  1. Положение равновесия системы является устойчивым, 
если для всякого ô > 0 можно указать x i  > 0 и Х2 > 0 такие, что из 
неравенства \дф\ < 8  следуют неравенства \de\ < xi? \dep \ < Х2, где de, dep 
связаны друг с другом равенством  (7) и с dïp уравнениями равновесия.
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Запишем уравнение равновесия в приращениях, используя соотношение 
(5). Имеем
K C (d e  -  dep) -  K (A td ф -  Z d e ) =  0. (8)
Его решение равно
de =  S P ıK A td ф +  S P ıK C d e p , (9)
где Р\ =  С ( К С  +  ЛZ )- 1 . П одставляя в (9) выражение (7), получаем
de =  (S tr u ) -1 S P ı k A td ^ ,
где матрица S tru  — I  — S P \ K C  +  S P \ K C P. Производя преобразования, на­
ходим, что
de =  H ~ l K A tdгр, (10)
где Н -1 =  D /  det Н.  Здесь D  — матрица второго порядка с компонентами 
D u  =  kc%2 +  z ^ ’> — — <4 2 ’ ^21  =  —kc^2, ^22  =  c?ı +  Aı. Таким образом,
согласно определению положение равновесия системы становится неустой­
чивым, когда det Н  =  0.
Примечание. М атрицу S tru  такж е можно назвать матрицей устойчиво­
сти. Имеем (S t r u )-1 = Y /  det (S tru)  и
, / ^ ч det Нdet (S tru)  =
( E  + Aı ) ( k G  + £ A2 )
Отсюда
_  (E + \ ı ) ( k G  + z \ 2) Y  
{Ы а> ~  det Я
и устойчивость теряется при det Н  =  0 или det(S 'tr^) =  0. Здесь Y  — матри­
ца с компонентами
Уп = (fccg 2 + zA2)(â;G + гАз)-1, У12 =  -<?Х2[Е  + A l)-1,
Y21 =  -k<?12{kG  + zA2)_1, У22 = (с?п  + А г ) ( Е +  АО"1.
4. Рассмотрим далее один образец, нагруж аемый по жесткой схеме за­
данием фиксированных значений б, 7 . Введем функционал в виде разности 
квадратичных форм
р =  deT Cde — (dep)T Cdep, (11)
где de, dep связаны соотношением (7). Слагаемые в выражении (11) означают 
соответственно энергию приращения полных и пластических деформаций.
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О п р е д е л ен и е  2. Если энергия приращения полных деформаций больше 
энергии приращения пластических деформаций (р > 0), то состояние м а­
териала образца устойчивое (упрочнение), если меньше (р < 0) — то не­
устойчивое (разупрочнение).
П окаж ем эквивалентность сформулированного р-критерия известному 
условию устойчивости неупругого м атериала Д руккера [4]. Преобразуем вы­
раж ение (11), используя равенства (3) и (5). Имеем
р =  (дее +  дер)Т С(дее +  дер) — (дер)т Сдер =
=  2 дрт дер +  дрт дее =  дртдер +  бртбе. (12)
Отсюда, когда условие Д руккера, записанное д л я  данного случая, выпол­
няется (дртдер > 0, дртде > 0), то и р > 0. В противном случае р < 0. 
Обратно, если р > 0, то, используя равенства (12), (7), (6), получаем
дрт(де +  дер) =  дрт(де +  де — Б С Р де) =  2дртде — дрт Бдр > 0.
Так как дртБдр > 0, то дртде > 0. Если выполнено условие р < 0, то
дрт(де +  дер) =  дрт(дее +  2дер) < 0.
В силу того что дртдее =  (б?ее)т Сб?ее > 0, имеем дртдер < 0.
Сформулируем определение устойчивости положения равновесия образ­
ца при жестком нагружении.
О п р е д е л ен и е  3. Положение равновесия образца при жестком нагруже­
нии является устойчивым, если для всякого д > 0 можно указать  х  > 0 
такое, что из неравенства \де\ < д следует неравенство \дер \ <
Таким образом, неравенство р < 0 представляет только необходимое 
условие д л я  потери устойчивости процесса деформирования образца. Д о­
статочным ж е условием является выполнение равенства
ЛеР
■* = 00 (13)
или р =  — оо, то есть потеря устойчивости происходит тогда, когда бесконеч­
но малое увеличение полных деформаций приводит к возникновению конеч­
ных или бесконечных пластических деформаций. Д л я  образца условие (13) 
выполняется, если хотя бы одна компонента матрицы Ср становится равной 
(-о о ).
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Когда Ср =  0, то р =  0 и dep = de. В этом случае имеет место либо 
идеальная пластичность образца (текучесть), либо он уж е разделен на не 
связанные меж ду собой фрагменты и не сопротивляется деформированию 
(разрушение).
Исследуем теперь на устойчивость положение равновесия системы. Воз­
мутим это положение, увеличив угол поворота рукоятки на dip. Опираясь 
на равенство (11), запишем Д-сумму системы
R  =  deT Cde  — (dep)T Cdep +  (Atdıp — Zde)T k(Atd'ip) — Z d e ), (14)
где последнее слагаемое определяет потенциальную энергию упругого стерж ­
ня, dtp, de, dep связаны уравнением равновесия (8) и условием (7). Используя 
решение (10), находим
R  = d^ 2 [{DI)T C D I -  (.D ' -  S C pD ' f C { D '  -  S C PD ') +
(det H ) z
+  (At det H  -  Z D ')TA (A td e t  H  -  Z D %  
где D' = D A A t.
Из рассуждений, изложенных выше при анализе устойчивости образца, 
и вида ф ункционала R  (14) следует, что при R  > 0 деформирование системы 
идет с накоплением энергии деформаций. Когда R  < 0, то энергия деформ а­
ций убывает, и это условие является необходимым д л я  потери устойчивости. 
П отеря устойчивости наступает при R  =  оо, когда det Н  =  0. В этот момент 
энергия в системе уменьш ается скачкообразно.
5. И наконец, рассмотрим итерационную процедуру определения напря­
жений и деформаций при квазистатическом возрастании параметра упра­
вления. Запишем исходное уравнение равновесия (1), используя выражение 
(4), в виде
К С (е  -  ер) -  А(АЬф -  Ze) =  0. (15)
Разобьем исходную задачу на две, а именно основную
К С е '  -  A ( A ty  -  Ze')  =  0 (16)
и корректирующую
К С (д  -  ер) + A Z g  = 0, (17)
где д — вектор-столбец деформаций с компонентами: gı = q — продоль­
ная деформация, д2 = 0 — деформация сдвига. Решение уравнения (16) — 
e' =  S P \ A A t y , решение уравнения (17) — д =  Р \К е р. Непосредственно про­
веряется, что е = е' -\- д есть решение уравнения (15).
182
В.В.Стружанов, С.В.Жижерин. Об устойчивости процесса растяжения с кручением
Пусть д л я  некоторого ф в положении равновесия имеем параметры со­
стояния, определяемые вектором е. Возмутим данное положение равнове­
сия, увеличив параметр управления на Аф.  Д л я  нахождения характеристик 
нового положения равновесия применим следующую итерационную проце­
дуру-
-  решаем основную задачу д л я  ф =  А ф и получаем ед , затем находим 
значение щ  =  е +  ед , которое принимаем за первое приближение к решению 
исходной задачи;
-  по формуле (7), где de =  ед , рассчитываем значение cZeÇ;
-  решаем задачу (17) при ер =  cZeÇ, получаем д[ и осуществляем коррек­
тировку, то есть находим второе приближение д2 =  rjı +  д[]
-  по формуле (7), где de =  дф рассчитываем значение de\  и повторяем 
всю процедуру.
Представим данный итерационный процесс в виде ряда
п
Vn = e + ^ ^ B n (18)
к = 1
где В  =  Р \К {1  — S C P), В 0 =  I. Оценим спектральный радиус р ( В ) матрицы
В. Используя выражение д л я  спектра квадратной матрицы [5], имеем
а (В )  =  1[(01 +  а 2) ±  ф а г -  а 2)2 +  4(с?2) 7 (E  + Xı)(G  + z \ 2/k)},
где а\ =  (Е  — ) /  (E  +  Aı ), ü2 =  (G — с^2) /  (G +  £ А 2/к ) .  Отметим, что, в силу
положительности подкоренного вы раж ения, собственные значения матрицы 
В  вещественны, причем по крайней мере одно из них положительно.
Если материал образца находится в области упругости, когда Ср =  С, то 
собственные значения матрицы В  равны нулю. Д алее, в области упрочнения 
имеем 0 < < Е,  0 < (?22 < G. Кроме того, при возрастании параметра
управления компоненты матрицы Ср стрем ятся к нулю и принимают нуле­
вые значения в момент перехода м атериала образца на стадию разупрочне­
ния. В этот момент собственные значения равны
О < 6ı =  Е / ( Е  +  АД < 1, 0 < 62 =  G /{G  +  z \ 2/k )  < 1.
Затем на стадии разупрочнения образца собственные значения возрастают 
и одно из них достигает единицы, когда det Н  =  0. Действительно, в этом 
случае
. det Н
6t| “  1 = ( E  +  \ ! ) ( G  +  z \ 2/ k ) ’
и единица будет собственным числом, если det \В — 1\ =  0.
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Итак, до того момента, когда det Н  =  0, либо оба собственных числа 
положительны и меньше единицы, либо одно положительно и меньше еди­
ницы, а второе отрицательное. Пусть 0 < 6ı < l , a 6 2 < 0 . B  этом случае из 
равенства [5] 6 1 + 6 2  =  t r S  =  а\ +  а 2, где tr  — след матрицы, а\ +  а 2 > 0, 
следует, что 62 > ~Ь\ > — 1.
Таким образом, р(В)  < 1, если d e tü ” > 0, и р(В)  =  1, если d e tü ” =  0. 
Когда ||S || =  р(В)  < 1, то, согласно принципу сжимающих отображений, 
ряд  (18) сходится. Расходимость начинается, когда ||S || становится равной 
единице (det Н  =  0). Очевидно, что начало расходимости отвечает моменту 
потери устойчивости всей системы.
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